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ABSTRAK
Metode numerik merupakan alternatif dari permasalahan persamaan diferensial yang tidak dapat
diselesaikan secara analitik, salah satu metode numerik yang sering digunakan adalah Runge-
Kutta. Selanjutnya, diperoleh galat pemotongan dari modifikasi Runge-Kutta Kunntzmann
berdasarkan rata-rata geometri pada orde 5 (O(h5). Untuk melakukan perbandingan terhadap
pendekatan deret maka dilakukan simulasi numerik yang menghasilkan galat pada Runge-Kutta
orde empat Kuntzmann lebih baik dari pada Runge Kutta orde empat Kuntzmann berdasarkan
pendekatan geometri, kontra harmonik dan harmonik pada persamaan diferensial = dan= − , sedangkan untuk persamaan diferensial = galat Runge-Kutta orde empat
Kuntzmann berdasarkan rata-rata geometri lebih baik dari  pada Runge-Kutta orde empat
berdasarkan pendekatan yang lainnya.
Kata kunci: Metode Runge-Kutta Orde Empat Kuntzmann, Rata-rata Geometri, Deret Taylor
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BAB I
PENDAHULUAN
1.1 Latar Belakang
Persamaan diferensial biasa orde satu terkadang tidak dapat diselesaikan
secara analitik. Untuk itu, sebagai alternatif dalam penyelesaian persamaan
diferensial orde satu digunakan metode numerik yang memiliki solusi berupa nilai
hampiran.
Salah satu metode numerik yang sering digunakan untuk menyelesaikan
persamaan diferensial orde satu adalah metode Runge-Kutta, dikarenakan Runge-
Kutta memiliki ketelitian yang lebih baik tanpa memerlukan turunan yang lebih
tinggi. Runge-Kutta mempunyai beberapa bentuk sesuai dengan pengambilan
parameter bebasnya, diantaranya adalah Runge-Kutta orde empat Klasik, Runge-
Kutta orde empat Kutta, Runge-Kutta orde empat Gill dan Runge-Kutta orde
empat Kuntzmann.
Beberapa peneliti telah melakukan modifikasi pada bentuk umum Runge-
Kutta orde empat dengan menggunakan pendekatan deret, diantaranya modifikasi
Runge-Kutta orde empat berdasarkan rata-rata geometri dengan peneliti Evans
(1991) yang melakukan penelitian dengan memodifikasi metode Runge-Kutta
orde empat klasik berdasarkan rata-rata geometri dan memperoleh bentuk
modifikasi sebagai berikut := + ℎ3 ( + + )
dengan : = ( , )= ( + ℎ2 , + ℎ2 )= + ℎ2 , + ℎ16 − + 9= + ℎ2 , + ℎ24 − 3 + 5 + 22 																																		(1.1)
Peneliti selanjutnya adalah Roni (2011) yang melakukan penelitian dengan
memodifikasi Runge-Kutta orde empat Kutta berdasarkan rata-rata geometri,
modifikasi selajutnya Runge-Kutta orde empat berdasarkan rata-rata harmonik
(Evans dkk (1994), Eka (2011)) dan Runge-Kutta orde empat berdasarkan rata-
rata kontra harmonik (Yakub dan Evans (1995), Ababneh dkk (2009), Supinah
(2010)).
Berdasarkan kajian yang telah dilakukan oleh peneliti sebelumnya, penulis
tertarik untuk mengembangkan modifikasi metode Runge-Kutta orde empat
Kuntzmann berdasarkan rata-rata geometri. Diharapkan dengan penelitian ini
dapat memperkaya modifikasi dengan pendekatan deret terutama berdasarkan
rata-rata geometri.
1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan uraian latar belakang diatas, maka rumusan masalah dalam
tugas akhir ini adalah “Bagaimana menentukan rumusan modifikasi Runge-Kutta
orde empat kuntzmann berdasarkan rata-rata geometri “.
1.3 Batasan Masalah
Untuk menghindari meluasnya pembahasan pada tugas akhir ini, maka
penulis membatasi masalah yaitu metode Runge-Kutta orde empat Kuntzmann,
rata-rata geometri, persamaan diferensial biasa orde satu dan simulasi numerik
dengan menggunakan perangkat lunak Matlab.
1.4 Tujuan
Tujuan yang ingin dicapai dalam tugas akhir ini adalah menemukan
rumusan baru modifikasi metode Runge-Kutta orde empat Kuntzmann
berdasarkan rata-rata geometri.
1.5 Sistematika Penulisan
Untuk terarahnya penulisan tugas akhir ini, maka penulis membagi kepada
beberapa bab yaitu :
BAB I Pendahuluan
Bab ini menguraikan latar belakang pemilihan judul, rumusan masalah,
batasan masalah, tujuan dan sistematika penulisan.
BAB II Landasan Teori
Bab ini berisikan tentang teori-teori dasar yang digunakan dalam
penelitian tugas akhir.
BAB III Metodologi Penelitian
Bab ini berisikan tentang  metode-metode yang dilakukan dalam
menemukan bentuk baru dari penelitian.
BAB IV Pembahasan
Bab ini berisikan langkah-langkah dan hasil dari pembuktian
persamaan Runge-Kutta orde empat Kuntzmann berdasarkan rata-rata
geometri.
BAB V Penutup
Bab ini berisikan kesimpulan dan saran.
BAB II
LANDASAN TEORI
Landasan teori dalam penelitian ini memuat penjelasan dasar teori yang
mendukung penyelesaian tugas akhir ini. Adapun landasan teori sebagai berikut :
2.1 Persamaan Diferensial Biasa Orde Satu
Persamaan diferensial orde satu di bahas pada landasan teori ini karena
hasil dari modifikasi Runge-Kutta orde empat Kuntzmann digunakan untuk
menyelesaikan persamaan diferensial orde satu. Persamaan diferensial biasa orde
satu adalah suatu persamaan yang memuat turunan pertama suatu fungsi  yang
belum diketahui. Secara umum persamaan diferensial biasa orde mempunyai
bentuk : , , , ⋯ , = 0																																																																																				(2.1)
Tingkat atau orde suatu persamaan diferensial adalah turunan tertinggi
yang terdapat dalam persamaan tersebut. Seperti = disebut orde pertama,= disebut orde dua dan seterusnya sampai orde n, dan penulisan tugas
akhir ini hanya akan membahas persamaan diferensial biasa orde satu.
Bentuk umum persamaan diferensial orde satu dengan nilai awal ditulis sebagai
berikut : = , , = 																																																																																	(2.2)
2.2 Deret Taylor
Deret Taylor adalah deret yang berbentuk polinomial yang sering
digunakan untuk penyelesaian persamaan diferensial.
Teorema 2.1 (Robert G. Bartle dkk, 2000) Misalkan ∈ dan = , , : →
dan , , , ⋯ , adalah kontinu pada dan ( )ada pada , . Jika∈ maka untuk sembarang di terdapat titik diantara dan sehingga :
= + − + 2! − + ⋯+ ( )! −+ + 1 ! ( − ) 																																																																				(2.3)
Bukti : Misal diberikan dan dan memisalkan = , . Didefenisikan
fungsi pada dengan= − − − − ⋯− − ! , ∈ 									(2.4)
Selanjutnya  turunkan persamaan (2.4) terhadap t dengan dimisalkan := − , ′ = 	 − 1, = , ′ = ( )= + ′= − 1 + − ( )( ) = 0 − + − −
Maka diperoleh :
′ = − − ! 																																																																											(2.5)
pada didefinisikan juga fungsi dengan= − −− , ∈ 																																																				(2.6)
dari = = 0. Terdapat diantara dan pada sehingga diperoleh:0 = = + + 1 −− ( )
atau = − ′+ 1 −− 																																																																							(2.7)
Jika = pada persamaan (2.5) disubsitusikan ke persamaan (2.7) maka
diperoleh:	 = − 1+ 1 −− ( )													= 1+ 1 −− − ! ( )
													= ( )+ 1 ! − 																																																																																				(2.8)
Dengan memisalkan = disubsitusikan ke persamaan (2.4), maka diperoleh := − − − − ⋯− ! ( − ) 				(2.9)
Kemudian persamaan (2.8) disubsitusikan ke persamaan (2.9) , maka diperoleh :( )+ 1 ! − = − − − − ⋯− ( )! − 																																																																																								(2.10)
dengan melakukan operasi aljabar diperoleh := + − + ( )2! − + ⋯+ ( )! −+ ( )+ 1 ! − .∎
Misalkan ℎ= − maka ekspansi ( + ℎ) disekitar diperoleh :+ ℎ = + ℎ + ℎ2! + ⋯+ ℎ!+ ℎ+ 1 ! ( )
Bentuk persamaan diferensial biasa orde satu dengan menggunakan deret Taylor
sebagai berikut := ,
atau = , = 																																																																																											(2.11)
Oleh karena itu bentuk turunan persamaan diferensial berikutnya adalah := ( , ) = += + 																																																																																																				(2.12)
= ( , ) = + 2 + += + 2 + + + 																																																		(2.13)
( ) = ( , ) = + 3 + 3 + + 3( )+ 3 + ( )= + 3 + 3 + 5 + 3 + 3+ 4 + + + + 																																		(2.14)
Deret Taylor dari persamaan (2.11), (2.12), (2.13) dan (2.14) adalah :+ ℎ = + ℎ + ℎ2! ++ ℎ3! + 2 + + ++ ℎ4! + 3 + 3 + 5 + 3 + 3+ 4 + + + + + ℎ 										(2.15)
Dengan hanya mengambil turunan y maka persamaan (2.15) menjadi:	 = + ℎ + ℎ2! + ℎ6 + + ℎ24 ( + 4+ )
2.3 Metode Runge-Kutta Orde Empat Kuntzmann
Metode Runge-Kutta merupakan metode pengembangan dari deret Taylor
yang memiliki ketelitian yang lebih baik tanpa memerlukan turunan yang lebih
tinggi. Metode Runge-Kutta mempunyai tiga sifat yang utama :
1. Metodenya satu langkah, untuk mencapai hanya diperlukan
keterangan yang tersedia pada titik sebelumnya yaitu , .
2. Mendekati ketelitian metode deret Taylor sampai suku  dalam ℎ, dimana
nilai p berbeda untuk metode yang berbeda, dan p disebut derajat dari
metode.
3. Tidak memerlukan perhitungan turunan , tetapi hanya memerlukan
fungsi itu sendiri.
Secara umum bentuk dari metode Runge-Kutta adalah := + + + ⋯+
dengan : = ℎ ,= ℎ + ℎ, += ℎ + , + +⋮= ℎ + ℎ, + , + , + ⋯+ , 	(2.16)
Perhatikan bahwa adalah hubungan yang selalu berulang, hadir dalam
persamaan untuk	 , hadir untuk persamaan , dan seterusnya. (Lapidus dkk,
1971) Metode Runge-Kutta dengan n langkah dapat ditunjukkan kedalam sebuah
tabel, tabel ini dikenal sebagai tabel Butcher, berikut adalah bentuk umum Runge-
Kutta digambarkan ke dalam Tabel Butcher.
Tabel 2.1 Tabel Butcher Runge-Kutta orde-n0 0 0 0 ⋯ 00 0 ⋯ 00 ⋯ 0⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
, , ⋯ , 0⋯ 0
Berikut bentuk umum Metode Runge-Kutta orde empat adalah := + + + +
dengan : = ℎ ,= ℎ + ℎ, += ℎ + ℎ, + += ℎ + ℎ, + + + 																																		(2.17)
Dengan menjabarkan , , dan dalam bentuk deret Taylor maka
didapatkan nilai , , , , , , , , dan mengabaikan nilai
turunan maka diperoleh :	 = 																																																																																																															(2.18)	 = +							= + ℎ + ℎ2! + ℎ3! + ⋯ 																		(2.19)	 = + += + ℎ( + ) + ℎ + ( + )+ℎ 12 + ( + )+ 16 ( + ) + ⋯ 																																																								(2.20)	 = + + +							= + ℎ( + + ) + ℎ+ ( + ) + 12 + + 			+ℎ 12 + + ++ ( + )2+ + + + ( + )+ + 16 + + + ⋯ 																	(2.21)
Untuk memperoleh nilai parameter , , , , , , , , , adalah
dengan cara mensubsitusikan persamaan (2.18), (2.19), (2.20), dan (2.21) ke
persamaan (2.17), dan pergunakan pendekatan deret Taylor untuk mendapatkan
nilai parameter tersebut sehingga diperoleh :=+ =+ + =+ + + = 1
+ ( + ) + ( + + ) = 12+ ( + ) + ( + + ) = 13+ ( + ) + ( + + ) = 14+ + ( + ) = 16+ + ( + ) = 112( + ) + ( + + )+ ( + + ) = 18= 124 																																																																																										(2.22)
Persamaan (2.22) terdiri dari 11 persamaan dan 13 parameter dan untuk
mendapatkan bentuk dari Runge-Kutta orde 4 maka diambil 3 parameter bebas.
Dengan memisalkan 3 parameter bebas := 25 , = 35 , = 1																																																																																		(2.23)
Kemudian subsitusikan 3 parameter , , ke persamaan (2.22) dan diperoleh := 55360	, = 125360	, = 125360	, = 55360	, = 25	, = − 320	,													 = 34	, = 1944	, = − 1544 	 , = 4044 																																												(2.24)
Selanjutnya subsitusikan persamaan (2.23) dan (2.24) pada persamaan (2.17),
maka diperoleh rumus Runge-Kutta orde empat Kuntzmann sebagai berikut := + 1360 55 + 125 + 125 + 55
dengan : = ℎ ,= ℎ + 2ℎ5 , + 25= ℎ + 3ℎ5 , − 320 + 34
= ℎ( + ℎ, + 1944 − 1544 + 4044 )																																										(2.25)
Berikut adalah Runge-Kutta orde 4 Kuntzmann dalam bentuk Tabel Butcher :
Tabel 2.2 Tabel Butcher Runge-Kutta orde 4 Kuntzmann0 0 0 0 00 0 00 0
1 0
2.4 Galat Pemotongan
Metode numerik pada umumnya tidak mengutamakan hasil eksak,
melainkan  penyelesaian yang berbentuk pendekatan, oleh karena itu biasanya
akan timbul error (galat) dari penyelesaian pendekatan. Semakin kecil galat maka
semakin bagus solusi numerik yang didapat.
Galat pemotong adalah galat yang disebabkan karena suatu deret dengan
suku-suku yang tidak terhingga dan dihentikan sehingga menjadi deret dengan
suku-suku terhingga. Galat yang timbul dikarenakan nilai hampiran sebagai
pengganti nilai eksak. Secara umum bentuk galat pemotongan sebagai berikut :,ℎ = + ℎ , ;ℎ − ( + ℎ)
dengan sebagai solusi eksak untuk persamaan diferensial biasa.
galat pemotong = solusi eksak – solusi hampiran.
Galat Runge-Kutta orde empat Kuntzmann didapat dengan langkah-
langkah yang sama untuk menentukan nilai parameter metode Runge-Kutta orde
empat Kuntzmann yang telah dibahas sebelumnya pada sub bab 2.3. Nilai
parameter , , , , dan yang telah disubsitusikan ke persamaan
(2.17) akan menghasilkan nilai-nilai , , dan pada persamaan (2.25).
Nilai-nilai , , dan yang akan diekspansikan kedalam deret Taylor
sampai ℎ. Kemudian lakukan langkah yang sama dengan persamaan (2.18) -
(2.22) diperoleh := + ℎ + ℎ2 + ℎ6 + + ℎ24 + 4 ++ℎ 313600 + 1031800 + 130+ 91880 																																																																																													(2.26)
Kemudian hasil pada persamaan (2.26) dibandingkan dengan ekspansi Taylor dari
sampai ℎ, sehingga diperoleh galat dari metode Runge-Kutta orde empat
Kuntzmann sebagai berikut :Galat = ℎ 13600 − 1900 + 130 + 312640− 1120
atau dapat di tulis sebagai berikut :Galat = ℎ39600 − 44 + 465 + 11 + 1320− 330 																																																																																																			(2.27)
2.5 Rata-rata Geometri
Rata-rata geometri dari sejumlah n angka positif ditetapkan sebagai akar
pangkat dari hasil kali nilai sebanyak . Maka rata-rata geometri dari, , , … , adalah := × × …× 	
Rata-rata geometri dengan = 2= √ ×
2.6 Deret Binomial
Teorema 2.2 (Koko Martono, 1999) Untuk bilangan real p, fungsi =(1 + ) dapat dinyatakan sebagai deret MacLaurin pada interval (-1,1) yang
berbentuk :
1 + =
(1 + ) = 1 + 1 + 2 + 3 + ⋯		, | | < 1																														
dengan
= !! − ! = − 1 − 2 … ( − + 1)! ; = 0,1,2, …								
Bukti :
Pertama, akan ditentukan terlebih dahulu jari-jari kekonvergenannya,misalkan=
Karena lim→ = lim→
																						= lim→ − 1 ⋯ − + 1 ( − )+ 1 !− 1 ⋯ ( − + 1)! ∙lim→ = | | lim→ −+ 1 = | |
Berdasarkan uji banding diperoleh bahwa deret pangkatnya konvergen bila| | < 1 dan divergen bila | | > 1. Jadi jari-jari kekonvergenan deret pangkatnya
adalah = 1.
Andaikan= = 1 + 1 + 2 + 3 + ⋯ , | | < 1											(2.28)
akan ditunjukkan= 1 + 																																																																																																				(2.29)
dengan memisalkan  nilai = 0 pada persamaan (2.28) maka diperoleh nilai0 = 1. Karena jari-jari kekonvergenan deret pangkatnya adalah = 1, berarti
fungsi terdiferensialkan pada selang (-1,1) dengan
=
= ( + 1) + 1 , | | < 1																																																								(2.30)
Kemudian mengalikan persamaan (2.30) dengan , maka diperoleh :
= ∙ = , | | < 1
Karena deret pangkat ∑ ( + 1) dan ∑ konvergen mutlak
untuk | | < 1, maka kedua deret ini dapat dijumlahkan suku demi suku. Hasilnya
adalah : + = + 1 + 1 +
= + 1 + 1 +
Karena + 1 + 1 + =
maka + = =
Jadi, diperoleh persamaan diferensial sebagai berikut :1 + = , dengan 0 = 1
yang dapat diselesaikan dengan metode pemisah peubah sebagai berikut :1 + =1 + =
= 1 +ln| | = ln|1 + | + ln , > 0ln| | = ln |1 + || | = |1 + | , > 0= 1 + , ≠ 0
Karena 0 = 1 maka 1 = 1 + 0 , sehingga = 1. Sehingga solusi untuk
persamaan (2.29) adalah = 1 + .
Dengan demikian terbukti bahwa :(1 + ) = 1 + 1 + 2 + 3 + ⋯ 		 , | | < 1.∎
BAB III
METODOLOGI PENELITIAN
Penelitian tugas akhir ini menggunakan studi literatur yang berfungsi
untuk mengumpulkan informasi yang dibutuhkan berupa buku-buku, jurnal-
jurnal, maupun sumber-sumber dari internet. Langkah-langkah yang dilakukan
dalam penelitian ini sebagai berikut :
1. Metode Runge-Kutta orde empat Kuntzmann dibentuk kedalam rumusan
yang memuat unsur aritmatik, selanjutnya subsitusikan pada rata-rata
geometri.
2. Langkah selanjutnya ekspansikan Runge-Kutta orde empat Kuntzmann pada
deret Binomial, kemudian bandingkan dengan deret Taylor, sehingga
menghasilkan Metode Runge-Kutta orde empat Kuntzmann berdasarkan rata-
rata geometri.
3. Menentukan nilai parameter Runge-Kutta orde empat Kuntzmann dengan
menggunakan perangkat lunak Maple.
4. Mensubsitusikan nilai parameter yang didapat kedalam Runge-Kutta orde
empat Kuntzmann.
5. Simulasi numerik dengan menggunakan perangkat lunak Matlab.
BAB IV
PEMBAHASAN
Bab ini akan membahas tentang modifikasi metode Runge-Kutta orde
empat Kuntzmann berdasarkan rata-rata geometri, kemudian mengaplikasikan
metode yang telah di peroleh ke dalam persamaan diferensial orde satu.
4.1 Modifikasi Metode Runge-Kutta Orde Empat Kuntzmann
Berdasarkan Rata-rata Geometri
Metode Runge-Kutta orde empat, baik klasik maupun Kutta telah banyak
dimodifikasi, di antaranya modifikasi Runge-Kutta orde empat berdasarkan rata-
rata geometri, Runge-Kutta orde empat berdasarkan rata-rata kontra harmonik,
Runge-Kutta orde empat berdasarkan rata-rata harmonik.
Selanjutnya, kembali pada bentuk umum metode Runge-Kutta orde empat
Kuntzmann, yaitu := + ℎ360 55 + 125 + 125 + 55 																															(4.1)
atau
= + 5ℎ180 112 + 252 + 252 + 112 																																			(4.2)
Persamaan (4.2) dibentuk ke dalam rumusan yang memuat unsur aritmatik,
sebagai berikut :
= + 5ℎ180 11 + 112 + 11 + 112 + 3 + 32 + 11 + 112
atau
= + 5ℎ180 11 +2 + 14 +2 + 11 +2 																	(4.3)
Persamaan  (4.3) adalah metode Runge-Kutta orde empat Kuntzmann berdasarkan
aritmatik. Yang mana bentuk adalah rata-rata aritmatik untuk dua variabel.
kemudian gantikan bentuk rata-rata aritmatik dengan bentuk rata-rata geometri	, sehingga terbentuk :
= + ℎ36 11 + 14 + 11 																													(4.4)
dengan : = = ℎ																																																																																													(4.5a)= + ℎ 																																																																																					(4.5b)= + ℎ + 																																																																	(4.5c)= + ℎ + + 																																																(4.5d)
Bentuk 	 didefenisikan sebagai rata-rata geometri, sehingga persamaan
(4.4) di kenal sebagai modifikasi motode Rumge-Kutta orde empat Kuntzmann
berdasarkan rata-rata geometri.
Nilai , , , pada persamaan (4.5a) – (4.5d) dapat di peroleh dengan
menentukan terlebih dahulu nilai parameter , , , , , .
Selanjutnya untuk menghindari adanya polinomial dalam bentuk akar, maka
digunakan ekspansi deret Binomial sampai suku ke sebagai berikut :1 + = 1 + 12 − 18 + 116 − 5128
Pertama nyatakan ke dalam bentuk deret Binomial 1 + , dengan
memisalkan := − 1; = 1,2,3																																																																															(4.6)
Untuk = 1, maka diperoleh :
= − 1
Kemudian subsitusikan nilai , , , yang telah diperoleh pada persamaan
(2.18) – (2.21) ke persamaan (4.6), langkah selanjutnya subsitusikan nilai ke
dalam deret Binomial, untuk mempermudah perhitungan misalkan = +
dan = + + , maka akan diperoleh dalam bentuk polinomial
sebagai berikut := + ℎ 2 + ℎ 2 −8
+ℎ 4 − 6 − 348 + ⋯ 																																				(4.7)
= + ℎ +2
+ℎ + 4 + 4 + 2 − −8
+ℎ +12 + 2 − +8
+ + 48 + 4 − − +16
+ − 416 																																																																														(4.8)
= + ℎ ( + )2 + ℎ 4 + 4 + 48
+ 2 − −8 + ( + )4 + ℎ ( + )12
+ + − −8 + ( + + 24
+ 2 + 2 ) +4 + + −16
− 16 + 2 − + −4
+ 2 4 																																																																																						(4.9)
Kemudian subsitusikan nilai-nilai  pada , , yang telah
diperoleh, ke dalam persamaan (4.4) dan diperoleh :
= + ℎ + ℎ11 + 25 + 2572
+ℎ 25 + 25 + 11144
+ ( 11 + 25 + 7 + 1172 + 22 − 25288
+ − 25 − 11288 +ℎ25 + 11 +432
+ 25 − 14 + 11 − 11 + 25 − 11576
+ 14 − 25 − 11 + 11 + 11144+ 11 − 11 + 22144
+ 11 − 25 + 11 − 11 − 25288
+ 11 + 11 + 7 + 7 + 25144+ 11 + 25 + 1172 																													(4.10)
Persamaan diatas akan dibandingkan dengan deret Taylor berikut ini := + ℎ + ℎ2 + ℎ6 ++ ℎ24 + 4 +
Selanjutnya dengan membandingkan koefisien-koefisien ℎ sebagai berikut :	ℎ 			 = 11 + 25 + 2572 = 12		ℎ 		 = ( 11 + 25 + 7 + 1172 										+ 22 − 25 − 25 − 11288 = 16	ℎ 	= 25 + 25 + 11144 = 16ℎ = 25 + 11 + 25432 = 124ℎ 				 = 25 − 14 + 14 + 11 − 11 + 25576− 11576 + 14 − 25 − 11 + 11144+ 11 + 11 − 11 + 22144 = 124ℎ = 11 − 25 + 11 − 11 − 25288+ 11 + 11 + 7 + 7 + 25144+ 11 + 25 + 1172 = 16
Untuk memudahkan mendapatkan nilai parameternya, dilakukan penyederhanaan
terlebih dahulu dengan mengambil nilai := 35	, = 1
Maka diperoleh persamaan sebagai berikut :ℎ 						 ∶ 	 2572 = 536 																																																																																											(4.11a)ℎ 					 ∶ 1172 + 2572 + 7120 + 11120− 25288 = 137720 																																																																																	(4.11b)ℎ 				 ∶ 25144 = 136 																																																																																					(4.11c)ℎ 				 			 ∶ 25576 − 7800 + 772 − 7480 − 136		+ 11600 + 1172 − 1360 = 2277200 																							(4.11d)ℎ ∶ 1431200 + 21720 + 11144 + 633600 − 25288+ 25144 + 1572 + 1172 = 6733600 																										(4.11e)ℎ 	 ∶ 25432 = 1270 																																																																																				(4.11f)
Kemudian subsitusikan nilai = kedalam persamaan (4.11a) – (4.11f)
sehingga akan didapatkan persamaan baru sebagai berikut :1431200 + 11150 + 19 = 2171200 																																						(4.12a)1225 − 11600 + 11180 − 11900 = 832400 																																						(4.12b)11180 + 536 + 11120 = 2171200 																																						(4.12c)
Dengan menyelesaikan sistem persamaan pada persamaan (4.12a) – (4.12c), maka
didapatkan nilai parameternya, yaitu sebagai berikut := 25 , = 159500 − 31000√30061, 	 = 141500 + 31000√30061= − 13455 + 7440√30061, = 31255 − 388√30061,= − 12355 + 155√30061																																																																											(4.13)
Langkah terakhir yaitu dengan mensubsitusikan semua nilai parameter yang telah
didapat pada persamaan (4.13) kedalam persamaan (4.4), dan didapatkan
modifikasi metode Runge-Kutta orde empat Kuntzmann berdasarkan rata-rata
geometri sebagai berikut := + ℎ36 11 + 14 + 11
dengan : = ( , )= + 2ℎ5 , + 2ℎ5= + 3ℎ5 , 	+ℎ 159500 − 31000√30061 + 141500 + 31000√30061= + ℎ, + ℎ − 13455 + 7440√30061+ 31255 − 388√30061 + − 12355 + 155√30061	 						(4.14)
4.2 Galat Metode Runge-Kutta Orde Empat Kuntzmann Berdasarkan
Rata-rata Geometri
Menentukan galat dari metode Runge-Kutta orde empat Kuntzmann
berdasarkan rata-rata geometri dapat dilakukan dengan menggunakan langkah-
langkah yang sama dalam menentukan nilai parameter dari rumusan Runge-Kutta
orde empat Kuntzmann berdasarkan rata-rata geometri yang telah dibahas pada
sub bab 4.1 sebelumnya.
Nilai parameter , , , , dan yang telah disubsitusikan ke
dalam persamaan (4.4)  dan menghasilkan nilai-nilai , , dan pada
persamaan (4.14). Nilai-nilai , , dan ini yang kemudian diekspansikan
kedalam deret Taylor sampai ℎ. Kemudian lakukan langkah yang sama dengan
persamaan (4.7) - (4.10) diperoleh :
= + ℎ + ℎ2 + ℎ6 ++ ℎ24 + 4 ++ℎ 313600 + 12791 − 14√30061180000+ 947 + 16√30061120000+ 300264855 − 63833√300611815000000+ − 848674 − 3579√3006122000000 																																																				(4.15)
Kemudian bandingkan hasil pada persamaan (4.15) dengan ekspansi Taylor
sebagai berikut := + ℎ + ℎ2 + ℎ6 ++ ℎ24 + 4 ++ℎ + 7 + 11 +120 																												(4.16)
Dengan membandingkan hasil pada persamaan (4.15) dan (4.16) sehingga di
peroleh galat metode Runge-Kutta orde empat Kuntzmann berdasarkan rata-rata
geometri sebagai berikut :Galat = ℎ 13600 + 2291 − 14√30061180000+ 947 − 16√30061120000+ 12171805 − 5803√30061165000000+ 3096022 − 10737√3006166000000
atau dapat ditulis sebagai :Galat	 = ℎ990000000 275000 + (12600500− 77000√30061) + (7812750 − 132000√30061)+ 73030830 − 34818√30061)+ (46440330 − 161055√30061))
4.3 Simulasi Numerik
Untuk melakukan perbandingan komputasi, rumusan yang diperoleh pada
persamaan (4.12) yang disebut dengan Runge-Kutta orde empat Kuntzmann
Geometri (RKKuG) akan dibandingkan dengan Runge-Kutta orde empat
Kuntzmann (RKKu), Runge-Kutta orde empat Kuntzmann Kontra
Harmonik(RKKuCoH) dan Runge-Kutta orde empat Kuntzmann Harmonik
(RKKuH) yang diterapkan dalam kasus persamaan diferensial berikut :
Contoh 4.1 Persamaan diferensial = dengan syarat awal 0 = 1,0 ≤ ≤ 1. Solusi eksak = exp( ) dengan ℎ= 0.1 dan = 10. Tentukan
galat dari persamaan diferensial diatas dengan menggunakan Runge-Kutta orde
empat Kuntzmann, Runge-Kutta orde empat Kuntzmann Geometri, Runge-Kutta
orde empat Kuntzmann Kontra Harmonik dan Runge-Kutta orde empat Harmonik
Penyelesaian :
Hasil eksak dan galat yang terjadi pada setiap metode RKKu, RKKuG,
RKKuCoH, RKKuH dapat dillihat pada tabel 4.1 sebagai berikut :
Tabel 4.1 Solusi Eksak dan Galat untuk Persamaan =
No X Y (SolusiEksak)
Error
RKKu RKKuG RKKuCoH RKKuH
1 0.1 1.1052 8.4742E-08 1.8291E-07 1.0453E-07 3.0000E-07
2 0.2 1.2214 1.8731E-07 4.0430E-07 2.3106E-07 6.6311E-07
3 0.3 1.3499 3.1051E-07 6.7023E-07 3.8305E-07 1.0993E-06
4 0.4 1.4918 4.5756E-07 9.8763E-07 5.6444E-07 1.6198E-06
5 0.5 1.6487 6.3210E-07 1.3644E-06 7.7976E-07 2.2378E-06
6 0.6 1.8221 8.3829E-07 1.8094E-06 1.0341E-06 2.9677E-06
7 0.7 2.0138 1.0809E-06 2.3330E-06 1.3333E-06 3.8265E-06
8 0.8 2.2255 1.3652E-06 2.9467E-06 1.6841E-06 4.8330E-06
9 0.9 2.4596 1.6974E-06 3.6637E-06 2.0938E-06 6.0090E-06
10 1 2.7183 2.0843E-06 4.4989E-06 2.5712E-06 7.3789E-06
Berdasarkan tabel 4.1 diperoleh grafik yang ditunjukan pada gambar 4.1
Gambar 4.1 Grafik Perbandingan Galat Contoh 4.1
Pada contoh 4.1 dapat dilihat bahwa nilai galat pada RKKu lebih baik
dibandingkan  dengan RKKuG, RKKuCoH, dan RKKuH.
Contoh 4.2 Persamaan diferensial ′ = dengan syarat awal 0 = 1, 0 ≤ ≤1. Solusi eksak = √2 + 1 dengan ℎ= 0.1 dan = 10. Tentukan galat dari
persamaan diferensial diatas dengan menggunakan Runge-Kutta orde empat
Kuntzmann, Runge-Kutta orde empat Kuntzmann Geometri, Runge-Kutta orde
empat Kuntzmann Kontra Harmonik dan Runge-Kutta orde empat Harmonik.
Penyelesaian :
Hasil eksak dan galat yang terjadi pada setiap metode RKKu, RKKuG,
RKKuCoH, RKKuH dapat dilihat pada tabel 4.2 sebahai berikut :
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Tabel 4.2 Solusi Eksak dan Galat untuk  Persamaan =
No X Y (SolusiEksak)
Error
RKKu RKKuG RKKuCoH RKKuH
1 0.1 1.0954 1.1391E-07 2.3281E-09 8.7899E-07 1.2287E-07
2 0.2 1.1832 1.5792E-07 2.9231E-09 1.2149E-06 1.7107E-07
3 0.3 1.2649 1.7481E-07 3.0135E-09 1.3421E-06 1.8990E-07
4 0.4 1.3416 1.8004E-07 2.9471E-09 1.3804E-06 1.9596E-07
5 0.5 1.4142 1.7994E-07 2.8349E-09 1.3784E-06 1.9612E-07
6 0.6 1.4832 1.7735E-07 2.7151E-09 1.3576E-06 1.9348E-07
7 0.7 1.5492 1.7361E-07 2.6005E-09 1.3283E-06 1.8954E-07
8 0.8 1.6125 1.6940E-07 2.4952E-09 1.2956E-06 1.8505E-07
9 0.9 1.6733 1.6508E-07 2.3997E-09 1.2622E-06 1.8040E-07
10 1 1.7321 1.6080E-07 2.3134E-09 1.2292E-06 1.7579E-07
Berdasarkan tabel 4.2 diperoleh grafik yang ditunjukan pada gambar 4.2
Gambar 4.2 Grafik Perbandingan Galat Contoh 4.2
Pada contoh 4.2 nilai galat RKKuG lebih baik dari pada RKKu, RKKuCoH,
RKKuH.
Contoh 4.3 Persamaan diferensial = − dengan syarat awal 0 = 1,0 ≤ ≤ 1. Solusi eksak = exp	(− ) dengan ℎ= 0.1 dan = 10. Tentukan
galat dari persamaan diferensial diatas dengan menggunakan Runge-Kutta orde
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empat Kuntzmann, Runge-Kutta orde empat Kuntzmann Geometri, Runge-Kutta
orde empat Kuntzmann Kontra Harmonik dan Runge-Kutta orde empat Harmonik
Penyelesaian :
Hasil eksak dan galat yang terjadi pada setiap metode RKKu, RKKuG,
RKKuCoH, RKKuH dapat dilihat pada tabel 4.3 sebagai berikut :
Tabel 4.3 Solusi Eksak dan Galat untuk  Persamaan = −
No X Y (NilaiEksak)
Error
RKKu RKKuG RKKuCoH RKKuH
1 0.1 0.9048 8.1964E-08 1.9032E-01 1.8292E-07 3.2231E-07
2 0.2 0.8187 1.4832E-07 3.8065E-01 3.3104E-07 5.8328E-07
3 0.3 0.7408 2.0132E-07 5.7269E-01 4.4931E-07 7.9166E-07
4 0.4 0.6703 2.4288E-07 7.6819E-01 5.4207E-07 9.5510E-07
5 0.5 0.6065 2.7471E-07 9.6888E-01 6.1310E-07 1.0803E-06
6 0.6 0.5488 2.9828E-07 1.1765E+00 6.6571E-07 1.1729E-06
7 0.7 0.4966 3.1488E-07 1.3929E+00 7.0275E-07 1.2382E-06
8 0.8 0.4493 3.2562E-07 1.6199E+00 7.2672E-07 1.2805E-06
9 0.9 0.4066 3.3146E-07 1.8597E+00 7.3975E-07 1.3034E-06
10 1 0.3679 3.3324E-07 2.1140E+00 7.4373E-07 1.3104E-06
Pada contoh 4.3 dapat dilihat bahwa nilai galat pada Runge-Kutta orde
empat Kuntzmann lebih baik dibandingkan dengan Runge-Kutta orde empat
Kuntzmann berdasarkan rata-rata geometri, kontra harmonik, dan harmonik. dan
contoh soal 4.3 Runge-Kutta orde empat Kuntzmann berdasarkan rata-rata
geometri memiliki nilai galat yang jauh lebih besar dari pada galat Runge-Kutta
orde empat Kuntzmann dan Runge-Kutta orde empat Kuntzmann berdasarkan
rata-rata kontra harmonik dan rata-rata harmonik. Ini terjadi dikarenakan
perbedaan tanda untuk nilai 	dan	 	 dan . Contoh 4.3 membuktikan
bahwa metode Runge-Kutta orde empat Kuntzmann berdasarkan rata-rata
geometri ternyata terbatas untuk beberapa kasus tertentu.
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BAB V
PENUTUP
5.1 Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya maka kesimpulan dari
tugas akhir ini yang memodifikasi metode Runge-Kutta orde empat Kuntzmann
berdasarkan rata-rata geometri adalah sebagai berikut :
1. Metode Runge-Kutta orde empat Kuntzmann mempunyai bentuk umum
sebagai berikut := + ℎ360 55 + 125 + 125 + 55
2. Setelah dilakukan modifikasi dengan menggunakan rata-rata geometri di
dapat bentuk Runge-Kutta orde empat Kuntzmann berdasarkan rata-rata
geometri (RKKuG) sebagai berikut :
= + ℎ36 11 + 14 + 11
dengan : = ( , )= + 2ℎ5 , + 2ℎ5= + 3ℎ5 , + ℎ 159500 − 31000 √30061+ 141500 + 31000√30061= + ℎ, + ℎ − 13455 + 7440√30061+ 31255 − 388√30061 + − 12355 + 155√30061	
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3. Galat Runge-Kutta orde empat Kuntzmann berdasarkan rata-rata geometri
sebagai berikut :Galat	RKKuG = ℎ990000000 275000 + (12600500− 77000√30061)+ (7812750 − 1320000√30061)+ 73030830 − 34818√30061)+ (46440330 − 161055√30061))
4. Simulasi yang diterapkan dalam 3 contoh persamaan diferensial orde satu
dengan menggunakan metode RKKu, RKKuG, RKKuCoH, RKKuH
diperoleh bahwa pada contoh 4.1 dengan persamaan , = galat metode
RKKu lebih baik dibandingkan dengan metode lainnya. Pada contoh 4.2
dengan persamaan galat RKKuG lebih baik dibandingkan denngan
metode lainnya. Sedangkan untuk contoh 4.3 dengan persamaan = −
galat RKKu lebih baik dibandingkan dengan metode lainnya, dan RKKuG
memiliki galat yang jauh lebih besar. Ini disebabkan perbedaan tanda untuk
nilai 	dan	 dan , pada contoh 4.3 membuktikan bahwa
Runge-Kutta orde empat Kuntzmann berdasarkan rata-rata geometri terbatas
untuk beberapa kasus tertentu.
5.2 Saran
Penulisan Skripsi ini penulis hanya menggunakan Rata-rata geometri
dalam memodifikasi Metode Runge-Kutta orde empat Kuntzmann. Oleh karena
itu penulis menyarankan agar pembaca dapat memodifikasi dengan menggunakan
variasi rata-rata yang lain seperti Kontra Harmonik, Harmonik, dan Centroidal.
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